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SOBRF LA ESTADISTICA EN MECANICA CUANTICA (.
LA DEFINICION DE VALOR MEDIO -

O. VENTURA®

Vi de Tas verdades nids prolundamente aceptadas por los
estudiantes de guimica que reciben una instruceion bisic, -
trinsecimente no complet, de teoria cuitntica. consiste en creer
que el Deus ox NMaching de esta diseipling es la ecuacion de
Schvadinger. Esta evmadi concepeion del tema, proviene e que
pocias veces ae aclarn subicientemente (ann en los libros de
testo) I diferencia hudamental que existe entre a teorfa Cluin-
e abstricta v Lo e se acostombra a lupar mecinica cuantica
o s exactimente ecinica ondulatoria. Usialmente ex esta
ultine discipling la que se ensena, dado que luego seni utiliza-
da como base para la comprension de los-poderoses métodos
dinnico-einticos, '

De cuatlogrier fovma, parece evidente gue podria ser beneficip-
St comprensiaon mds profunda, para aquellos que estén
interesados, de fas bases de i teoria cudntica, teniendo en
cuent o notable en gie es posible captar la logica del
tem al ser vednerdo o e aplicacion de métodos mateniticos
sttherentenmenite: votoelos,

Nos o Hindtiremoy onoeste primer acticulo al estudio de un
aspedto especipl de b e ondolatoria (es decir la teora
viantica i ez adiniticas ciertis: praposiciones que establece-
reros s adeluter, o aspecto estadistico v onwis concretamen-
tew iz el postilado e Lacdetinieion de valor medio de
i ohservable e estudo didi de un sistema tisico.

Re:cotedenios op primer I alminos hechos conocidos de
estacdastica! Dado e ciertr ¢omitnito £, 3 i @ sidgebra de von-
juntos de 0o se detine L probabilidad @como i medida®
sobre g tal quese aamiple @ (R)=1 . Se dice entonees gue la

T Citedrn de Quiiien Ongotic,
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terna (9, & ,d?) de espucio viiestinl R @ —alvelm a8
ina medida de probabilidad &, e exprtei de probabiliclac.
o este espacio tienen jiporknei lis Jrnciones [edhas v
siables, aleatorias [VA), cudit delivicion s seneillic os i S
fntivnes reales medibles von fespeetont ta @ =deehri. Cada vt
viable aleatoria N tiene s winckt g fimcion de Jdistribmcion F =)
delinidiv como F (=) = £ (5 ¢ =). Con la notacion wsinl e Ta =
tegrul de Lebesune- b'licltjt.'r-'-! tenenins

3’(:)5&’{:‘:)-[ <& vl

§i existe una funcion | tal que se cumple
Aiey=& (=) 2

se dice que X es una VA continua ¥ podemos expresar la
intewil de Lebesgue en 1) cotnn 1 iteeral de Hachia

5(.)-[ fle)d = : 5

Dentro de este nuice s detine e valor medio de b variabile

aleatorin X camo
(3 ) _/ = d 3 (s) {
o Y

v oen ¢l caso de e T funcion de distribineion F (=) sed conti-
s con funeion densidad 1) tepemons

E(‘} =4 = {(f)"x {-)l
®* ‘

Todo esto gue hiemos dicho st abony se geperadial s
vy ditionttad al o cason e g L variables alegtofies sean
mltidimensionles.

\ocamios saliofi 1_.-'|-I:I.] s I sitneeio el e Ccrrapticad
SuponEiios e teneimos, i siston fisteo deserito por, i
Bibschone de ondio g vpor el nomentiv nos supondivinos entro
delos postulados e Ly ineednien ondiilitoriv. an sin habers
los espewilicado expliitinnentels Fata es G veneral compleia s
pat i tauto iy puede asignisele comp haeion densidud de
pingiia varrabile aleatori sin crobargo, el enadrdo e snomo=

Sobre lu estadistiva eu b emantips 1l

it —————

dnlo. 1Y |2 es i et tineion real. Semin la escaela deCo
penhien, st faneion. representa hi luncion densidad de _pruh:{
Dilidd asoctadi @ VA L e deseribe la posicion e una
partienli (o de i sistema de particulas) el una determinada re
wion \ del espacio de conligureion: Por 1o taito, y segun ladle
linicion de hmeion de distribucion. la probabilidad de que el sis
lent se encuentie en la region V estard dada por la integral

&(ycv]-/l""'n"t (65)

“

donde por Y C V entendernns el hecho de que el sistema se
ericuentie en dicha feston pnr/;/ v entendenos L integreion
sobre Lus coordenadas del espacio de coulirarseion enh regrion V.

Dl L detimeion dc“mz cotpo Trneion densidad relacionada
cou g VA gne deseribe la posicion de n sistema enel espReio
de comlignracion, el vador medio de coordenadas i, del espa
cio de conilignacion, eslara daclon poy

ﬁ{_,}—// ’h-'l‘l"EJ’, (T}
]:.R'. mllv-l

utos grlos de lihertad del sistenm, v donde por s claridad
o inchicdo explicitamente los limites de intelracion .
Nk lietnns dicho todis i acerea de la esistencia de lus mte-
wiaalien 101y (T pero esto e vert ns adelantel

Supne eslo Pparect suticientemente claro, nu lo es tapty la
extrapolacion realizada pan detinir el valor medio de 1 olser-
valiles W cnva operador asociado es @ Sepin este principio
el aalis medio de Wi EIW) et dado por

Etﬂ}-/&"?&.‘*-’r 5]

Eotn altima tonmuly, sise considera (el variable es a ¥ ¢l
operador pltiplicativoe) asvciada s ¢ pede ser escrikt como

'e_(,)_ﬁ*,w.x x .:/, 0'9.11.%’-,11!“::
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Tipne sl Gl (7). Lo gue no es evidente es ape de st
compeideneia aparezea infnitivo postular L lornyile (51 pa vil-
quer operador. Esto es debicdo o que Ly i dne tene L
mtewral, ya sea (7) o del tipo (5], es indijerente dado gne ol
nperador es multiplicativo, 1o cnal no sucede o nusora de

los cianos de interds.

Por esto parece conveuiente envontiar wi lorm def prastiludi
(e aparezen menos dadusa que la e istineite se i, Fo
tanito o e sisme @ continguaeitn es, s (ue i Ueypiosiragon
nadtenuttics TiEnrosd, Wit destracidn Dsieo-aakeinatien col cind-
i lagicn w seendy pari ln deduecion e L tormlae e

La mecitiiica ondiglatoris como piohleamd juitemnatico,

*

El aceptar L medciuic oncdubitoria comn poutn de prarfida
ipole clertas restrieciones i o teor venend. Fantn la teorl
cititnticn vomo o mecanici clisicr preden sed cotsidenelas e
ey e e ma teorsenis senera! cona Bise es L epnsiglesacion
de Nos sistenis hisicos conn sietos de opirwiones e e
Con dllo ey posible T eonstrncgion de sestons proposicionailos
gt estrinctigie vesnlta ser g rebiendos nnodilie ortocomplenen-
tiucla v atongion, distribntive en el aso de Licmevanica dlasdvis
compatible cn ol caso e L teorr vitntic

Seeneaentid, por obne grode, ol ealie eslimetiina putediy e
seritiarse con el espacite do Thihent abstencto, asocido fos ope-
picdores de proveveron ofosonales eoeste nltinen con s -
sicioues del vetwenlo b

.Si Uer toddas das veslizwciones gosibsles el espavion de lllsen
se elige aquélla de lus linciones de cuadrada integrabiles segin
Lebesene (222) se obtiene lo que conmimmente se conoce
como teeatiica ondnlatorie o fo g sienes gnfonctse weepbi
remon dos prineiposs :

W Bl estade de g sistema isien [hieeles sefy tlesserita APt
:!aum'llll' fes e t-rnn__|||-t'l'.um'l|tt-" RO T A ST TR T \IJ tul Pyl

b Djtewnal
1 %" P

ers Hita e ioteeracion esteridia o todo el eapacis dis conligin-
racion k.
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*

b) Un observable V estd representado por un operador hermi-
tico 2 en el espacio &2,

flechas estis precisiones podemos pasar g algunas detinicio-
Hes (e nos serdn utiles.

DEFINICIONES MATEMATICAS

Espacio de Banach.

Un espacio de Banach es un espacio normado, completo en la
métrica fndueida por la norma.

NOTA:

Recordar que el hecho de ser completo implica que toda
sicesion de Cauchy converge en él. En particular el espacio de
Hilbert es wn espacio de Banach con la nonna inducida por el
producto interno.

Algebra de Banach.

Un algebra de Banach es un espacio de Banach B donde se
define una operacién, que satisface

q) L FTE) - HIYE

b @ F)NE = H-G T Y
HAT L) - K-8+ H-G

¢ L) = (o VL Hela G) DT todo a complejo
d) =gl NHNIZN
o) oxiste T/H-T = ¥ =X

I o1on=1 (v ¥ F.GE8)

Operador.

Scan A v B odos espacios veetariul
1o nevesariamente distintos) v & sea una

os sobre el mismo campo
aplicacion de A sobre
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B tal que para todo elemento a de A esiste unelemento Iy de
B tal que se cumple

a z&F(a)=1

Diremos entonces que & es un operador,

Operador lineal.

Sean a, a elementos de un espacio vectorinl A v b, |y
elementos de 1y espacio vectorial B y & un operdisr de A so-
bre B tal que se cumple €3 . » Y o ov .81 ose veritien

*
Flaess gad)s ahapt 4,8 €¢
decimos (ue & es un aperador lineal.

Operador acotado,

Un operador & cuvo dominio ex sent acotada siose cumple,
para un deternninado K perteneciente a los. reales,

HE $lls xul IR
v ED

NOTA;

En lo signiente asumiremos e

=sp WEWH /v e nliviie 13

siempre que el nimero eyvista v lanmremos o K la o el
operadoy,
Teorein,

Sea BE22) el conjute de todos los. operdores lineales aeo-
i 5 i ] = v
fados: & @' o ) ol espacio de Hilbert con e cota dada
en L noti anterior). Entonces B(22) e5 un dlwebra de Banach
(e demostracion de este teorem puede verse en el apéndice).

Autemorfismo involutivo,

Diremos que en el algebrn de Banaeh B(22) existe wn an-
tomortisiio involutive +: B — (@) /4 l€) = gt puara todo

Siibre i vekaibintivan edy edibiidin coiieio 145

& pertereciente 1 BUZ2) si se cumple
a gte s(h)

b) (E-%)t= Gtr gt

) (a B)1= a® g1

D (&)t - f.-;ﬁ.'gw'

vh(EH)F gt

puril todo € pertencciente a B [ 22) v a perteneciente al CAMPO
complejo, (€. el asterisco implica la compleja conjugada).
En general en wecinica cwintica los operadores son integro-
diferenciales o biew mnltiplicativos. Adoptames entonces como
antonmortismo. - conjnzacion compleja. Gunto con la propiedad
teh).

Operador normal,

Decnnos spne & € 8(2') es nomal Si se cumple

g gt. g1F

Operador hermitico,

Decimos que & € B(Z') ex hermitico si se cuniple

gt. &

Operador de proyeccion,

Decimos que € € B(2') es un operado de proyeccién si
se cumple

-8 - &

Operador invertible.

Sea g e B(F*) & es invertible si existe & B () tul que
se cumple

- « &G -
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donde & es el operado: wdentidad de B(22).

Espectro de un operador.

El espectro de un operador & € 8y es el conjunto
A& de todos los escalares X tales que el operador  €- 2
no es invertible siendo & el operador identidicl de B{(&2),

NOTA:

Si &- 2 no es invertible por no ser tima relncion biunnocd
se dice que A es un valor propiv del operador -
Resolucién de la identidad.

Sea @ una 0 aleebra en un conjunto @ Delinimos la reso-
lucion de la identidad & sobre @ como una aplicacion #:0 =+
- B (2%) tal que se cumple

a) g0 = & (Pes el conjunto vacio ¥ @ el operador nuto)
b) B(a) = &

¢ ® es un operador de proyeccion hermftico.

d) Blwa o)« Flo)F(w)vw,p"ea

e)si wner=- ¢ entonces

lewuw)= () Flo)ywu"e a

) pata todo ¥, ¥ € &* entonces (Fwr ¥, ¥) es una medida
en & .

~ Se ve entonces que hemos provisto al conjunto de operadores
lineales acotados de una estrictura probabilistica asociada. Dado
que (Fuy v, ¢ es una medida v F(a) =1 si( v, ¥ ) esti ade-
cuadamente normalizado (y $i no lo estd puede serlo por defi-
nicién) se cumple que (¥ 9, ¥) es una probabilidad y enton-
ces 0,0 (T ¥, ¥) es un espacio de probabilidad. Lo que he-
mos logrado es asociar a cada operador una medida y por lo

Sabire i eapacdiviics e i dilnien Uit o

tanto (como @ ¥ @ no dependen de él) cada operador tiene a
sociudo an espacio de probabilidad propie, punto que gueda a
segurado por el siguiente teorema que alirma la existencla de
wne tica descomposicion de la unidad “asociada a cada operd
dorvi.

Aluo qite debe noturse agui es que esta delinivion. ae la
descomposicion de la unidad para operadores lineales acotados
es un tanto restringida y aunque no insistirenios en ello puede
exteiclerse pam tener en coenti gque también existe una anica
descomposicion de la unidad para operadores hermiticos aungue
no sean acotados y también puede extenderse para operadores
no acotados cuyo dominio sea todo @® y que sean cerrados
(es decir su gralo, el conjunto de los pares ordenados{ ¥ &V}
con Y perteneciente @' sea un subespacio cerado de
Fix @’ mediante el teorema del grafo cerrado (ver referencia
(5) pagina 50).

Teorema espectral.

(Forma i)

Si &6 B(Z') y es normial existe una tnica descompo
sicion de launidad € en los subconjuntos de Borel de V(&)
((ue forman una @ dlgebra) que satisace

a) si @ es un operador conmutable con € cada proyeccian 4
conmuta con F
b) si ¥ pertenece al dominio de & entonces

(5, n«/ Aa (B, 4 ¥)
A(@)

(Farma ii)

Sea & wun operador hermitico. Entonces existe una unica
descomposicion de la unidad & en las subconjuntos de Borel
de m* que se cumple

a) % es permutable & con y con cada operador permutable con.
b) Z1 dominio de & es el conjunto de elementos ¥ para los cua

les la integral
/ At a(B,v.9)
b & *

es linita,
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©) s P pertenece al dominio de & entonces
@ v 4) / x d(E, v.v)
m'

NOTA;

Véase que en Ta segundu forma del teorema no pedimos e
los operadores sean acotados;, mientras que | primert o
pide que el operador pertenezca a B(gY). Esto corresponde
u la extensién de que hablabamos anteriormente. Ademds se
observa que en la sexunda torma del teorema medide se 10-
wa igual a cero en los puntos de ®* aque no pertenecen al ey -
pectro del operador.(Las deinostraciones de estos teoremis DU
den encoutrarse respectivamerite en las relevencias (3) v i6)).

Obviazmente, el lector wtento en esle pusity bdbva comprendi-
do kicilmente que €l resultado al cual querenios Hewar es Gue
para un observable al cual se le asocin el operadur lieniitico <P
el valor medio en un estado P del sistema estari dado poy

E(R)= (& ¥, %) 5

El paso que nos falta dar es ver cémo a partir de la frmiula
(6) aparece natutal postular s relicion {9).

Para ello supongamos que G, son los enardenadis: en
el espacio de configuracion. Llamemos V a un cubo k-dimensio-
nal definido por las relaciones (10)

4] < qp €y
a2 < ga g bs

(1m

o< g Iy
Los operadores asociados a las coordenadas «, son operadores
multiplicativos y hermiticos ¥ osu - descomposicion de la unidad
(tinica por la segunda forma del teoren espectral) esti dada por
*(’I"”"‘) % § A

B, o, pyn)” |
%>

Subre 4 extailisplie e mecinks cilintice g

donde el subiindice j hace referencia al operador q; v Hamemos
Fla)=z Blta, ]} « Eu)-Fla")

Con esta delinicion ElA) es 1 aperador de proyeccion (b'>a’)
v la probabilidad de que ¢l sistemn se encuentre en V (Sus po-
orvdenadas ciuptan las desigaldades (1U)) es

/I I (?l'""”’ d 7 '/.g‘ {ﬁl)‘;;&'(d‘_}ﬂ’d T

donde g (s & (s, bjl} \ /I voes laintegval sobve toda

el espacio de confiiricion.  Recordando que en el espacio de
Hilbert la novma ex Le indueida por el producto interno tenemos

/3;{ &% Felaghv [Td ¢ = ”-‘3‘ [ 3 -J.-.a_’((a‘.l vt (L)

Ep vista de este resultado electiumos el sizuiente postidaco
findamiental,

POSTULADO FUNDAMENTAL,

La probudsilidad de que en ¢ estado @ los ul'isw\_uh_!t_’s alus
ie corresponden los operadores hermiticos 1, &2 .., T, t_o.—
nen salores contenidos en los intervalos 81, Az..., 8, iespec-

fvanente s

Zs 1B Ela vl

donde B2 o5 la descommposician de L anidad corfespon-
dicnte al operador g .

El tinico punto oscuro que puede plantearse de la extension
de (11 al postudado idamental es ¢l orden de los operadores
Fel Ad)vw ue en (1D estos son cotmpntables v en el caso ge
neval esto o sucede: Por twito seoentiende gque ¢l postulado
Dindinnental ex vailide salio P opendores: permmtibley ontre
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si, 1o cval no es en realidad una limitacion importante, dado que
si lus operadores no conmutan los observables respectivos no
son simultineamente medibles ven consecnencia no tiene sen-
tido hablar de una probabilidad conjunta para estas. magnitudes.
En el caso de considerar vilido el postulado fundamential pars
operadores conmutables se deduce del teorema espectral que
los §¢ permmtan entre sy el producto es tun operador de proyee-
cién como se ve licilmente, Por ser esto asi y ctmplirse pava
un operador de proveceion &

KX =

obtenemos

& 120,08, (0, ). G lag)¥.¥) (12)

Este importante resultado lo usaremos ahora para deduciy ¢
valor medio de 1 operador.

Sea F ung magnitud lisica (observable) & v su operador aso-
viado v dividamos B* en una cantidad numerable de inter-
valos (Ad, Ae#1) ¢ =0 £1 22, La probabilidad de que el
sbservable F tome un valor dentro del intervalo A¢S(heki]
es, por el postulado fundamental ¥ la tormula (12} en el caso de
un solo operador (por lo cual la permutabilidad vo juegs pin-
gan papel).

(Fladv )z (E, -8B Ten)-(& LRIEE AR

El valor medio de la wagnitud en el intervalo estari daly pios
By AE) = T ((E, [ o9& Y » e €lns, deen)

Y oen B opor ks

B(r)e 5, (Do ZROUE,  4W(E v oD

Tomando ¢l limite de la expresion cuando 8¢ tiende & cero ob-
tenemos la integml de Lehesgue <Stieltjes (e { L3 W, W) e
medica) '

i FRrTIr T

“Sobyre Lo @atid TR 144

n{F}-A_ d i, ¥ 0)
v por el teorema espectal concluimos
ELF) = (&%, ¥)

conr Lo eval reencontramos lu formula del valor medio comin-
mente usada eu las libros de mecinica cuintica (es decir la
forala (8.

CONCLUSIONES.

Restmiende, vewos gue el caminoe pata obtener la formula (8)
a partie del hecho de que []? representa la funcion densidad
isociada a la VA que describe la posicion de un sistema en
¢l espacio de conligaeion puede adecuadamente esguemati-
zarse comsn aigues Ep primer lngar se parte de la tormula gque
representa ln prabubilidad de encontrar el sistemsa en una deter-
i vegion el espacio de conlignyacion y se deduce una
expresion e funcion de las descomposiciones de unidad de
ls. operlores asociados a lus covrdenadas. Luego se genes
cdliza este resultado mediante €l postulado fundamental, Debe
olyservarse que con el ppstulado yue se introdice de esta forma
ViL O e eCesario postular (P2 como funeion densidad pues ello
e dediiee de aipnel. Finadmente se reduce ¢l postulado al caso
de i vipicn operador: para al el se detesmina el valor medio
en i ntervalo v Hralmente pasaido al hinmte se olitiene una
pntegrel que por el tearemi pxpeetral se sabe gue €5 jprowd al
producto Tuterng de le tageion de estado @ por ser trans
fommda por el operador.

Dehe obserymse quescons y digimos, los pastuliados noe sou
independientes 3 es suliciente aio de ellos para deducir el otro
y consiguientemente loy resultados de este articulo {aunque €n
todiy caso @] postidado pndimental es s anplio e el otro)
pem o ustificacion de ellos mistps como postulicdos sale
]uwtlv STCOHLErSe ot i cles mis proludos de la teorit.
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APENDICE I AU RIRT A CALS (Y &= S18%)
BlZ2)es un dlgebra de Banach. (La demostiacion de que (S F)(9) » s (F(9)) =T linewlidadd de HL=

B(22)es un espacio de Buch véuse en Diendonne (81).

1) Definimuos -G adiv))~ (SHelaF)¥)

(F-F1t9) = T(F(4)
VOTE B (P vee 2t dil BN e sp LIS T oM/ e 2 el £

Tenemos entonces

] 1) Nl € sptla@ie)/eeZ fel s 1IF e
A (SEATF)N() » FUT-TIE) -

| ¢ ap (X4 P2 Mol 11 sp LIS 0 € AReR Y To0
= H(S(F(¥) = (X D)(F(¥))~

“(H-ZNT)(9) : = sp S ZI N/ 0 €L N0 E1 ) S

b)) WX F)F) (9] = (FrFUG(u)) ¢ sp CIENNL 100,70 € Z2 Tells 1)e
- H(T(p)) s F(T(v) = NI 2 AT P A A (SR I
“(H-F)(8) (FB) () = Ll %

- e Z|l < I
(XA(F+ TNLo) - KT+ F)0))=

2 Detinendo

= HF () D0o) = T linealulad o pLs .
o (wv)zH

s (F(e) s FHUF0)) =« (H-F) (0} (H-F)w) &€ Bl Z ) porque: 1 laveb¥izagsb¥ =
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= wdZ (D)« b I 1) = lineul
I sp 0/ ee 2, Iivle 1 ) =
=sp LIvll/ve 2 W% 1 3=

Bl o, =1 acotado

En tonces

$ ST N0) = H(T(0) = H () = T(H4) = (FX)¥)

- - H T X

bl BN =sptll (o)l oe 206l « 15«1

= |7 = 4
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