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'Ejemplos de Aplicacién del Cdlculo de Méximos v
'Mlmmos a Problemas del Campo de la Fisica
JUAN LICHTENSTEIN

I — MECANICA.

FROBLEMA:

i
ce wque altera hay que dejar caer uni bola
perfectamente elastica parg que el tiempo. total, em-
pleado en cacr hasla ¢l suelo y volver a alcanear de-
terminada allura de h metros, sea minimao?
v=oul

SOLWe10ON:

En primer lugar, se debe expresar el tempo
“otal t o, gmpleado por Ia bola en caer y luego
volver a1 :'il't_ura_h , en funcidn de la diéialwia X,
“Lie la cual se deja ¢aer ¥ ghe nos proponenios de-
Herminar.
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i Fig: 1. F‘E 2
1 se compone de dos partes, En la primers ()
Ia lez‘i- cac desde x metros hasta el siefo v en ki
segundi (1) sube hasta hometros. De moda que:
t =6+ & (1)
Para expresar fooen funcion de X, se ;rpiic:\i la,
armnia de la caida libre:

: IS o]
';nc donde: ©
! b= 2x/g
l Para &, Se tiene la formula del espacia en el
_I?.am.;mwntu vertical:
h o= yel: — /214 (2)

_!uum']c v. represenia fa velocidad infcial que, tra-
?-‘I:'mdas::_ de o cuerpo perfectamente eldstico, es igital
absoluto a la velocidad final (va) aun la
‘| cual Iféga'lai suelo. '

!
i

ﬂ en, valoy

vd = e = \/Txp;_
_ Sustituyendo jen (2),
Lcuaci-‘{n de segunde grado:

gth—25/2xgh + 2h =0

e flega a o sigwiente

Resolviendoln con respecto & 1o, se fienc:
o= \2x7g L N 2B—=h) /g
() sea, se obtienen dos \‘11ﬂl“l?S para fx, (fig-2) o que
Indica aue 1a holy pasa dos veces por el punto’ h,
Ia primerd ves al suliic v luego, despues e hiaber
alcanrado X, al'bpiar. Bnlesle caso inleresa solo el
primer valor de 1z que deber ser evidentenente el
wenor. Por lo tanto se ' lomard
i Vi 28 /8 \lz(x—h) /g
Sustituvendo  los valores de tv i en
lega e expresion:
b— T(x) 2200 f g — \f?(—x"- W /g
en la cual [es una funcion de x.

(1) s

Para enconfrar el minimg de estg Juneion,  se
halla o derivada pimera;

dt

LI

I" (x) - _
v/ 2g(x-'h)
Redigiendo g comon denominador:

2 -\/?«2(:\' -h)
I ex) - |

dx \.f_,_\g

V28%
+2ax V"gg'[Tl'l)
Esta expresion dehe dnlarse para t minimo, (o
que sucederd cunmio ol numerador valga cerg:
Resolviendn esta cepaciin de primer. gradn con
2428 (< T - \,fé_g?c—'ﬁ_
respecte a X, s obligne:
X = 4/3h netros
parg o li bola alecance determinado
punta en un Hempo minfine, hay que dejarla caer de
una altura que Sea superior en g tercio.
Tird camprobar gue se trata realmente due 1t
mininie se puede investigar el signo de 12 derivada
segunda o el cambio de signp de la derivads  pri-

() 'sen,

mera para x = §/3h, dnngque e el caso de pro-
bemas de esta indole en general ne hay necesidad
de hacerlo, pues la naturaleza del prublema no deja

lugar # dudp en este sentido.

Il — ELECTRICIDAD:

PROBLEM
Tenignio N pares galvanicos (iguales, de resis-
tencia interior dada, :Como se deben conectar 10s

mismoes, parn que la Jintensidad de {a corriente re-
sultarite sea maxini, supc\mmdo quc la resistencis

exteripr es conocida?
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La conexion enire los pares que forman una
hateria, puede ser de tres clases: | ey derivacion;
2. en serie; 3. mixta (en derivacinn v en setie) o sea
grupos conectados entre si en seric vy formados e
pares conectados en derivacion o vice versa

El jpratilema planteado se relaciona con este
ultimo caso pues consiste en determinar, como se
deben disfribuir los pares en grupos para dar (g
corriente de cintensidad mdxima,

Segin las leyes de Ohm v Kirchoff, la intensi-
dad de la corriente, suministrada por una baferia de
vonexion mixta, viene dada por lp expresion:

nE AL
| & — —— (1)~
R +nr /v
donde: .

nr., /S om = Ry (2)

_ siendo | inens
sidad; 12 = fuerza electramotriz de un pars 6, fe-
sistencia interior de un par; R. - resisfencia interior
wial; R resistencia exterior total; 1 — mimero

de grujios conectadis entre s en Seric; m — namern
de pares conectadas en derivacion que forman un
Eripo.

Apareitemenle se Heren s dos meognitgs: o
y . Sin embargo, considerando que su producto
debe ser jgual a N (niimero fotal de pares), una se
puede expresar en funcidn de la oira: :

N = n.m m = N/n

Sustituyendo en (1) y dividiendo numerador y

denominader por n:
k

r/n A oren N
Se debe hallar ¢l maximo de esta funcion o lo
qug es equivalente, el minime de su denominador:

Fe ran di(n) Ty Ia
tin) = j——— =) = ==t —
1 N dn ne N
lgnalande a cero:
— T/ T N =B (3)
v resolviendo con respecto a n, se obliene:-
n = \,/ N/ (4)

0 sed, este es el nlmero de gripus que se deben
conectar en serie. Por otrg parte, el niimero dé pares
nue tendrde cada grupo es: '
N
m =
VN |

Ejemple numérico: Camo se deben conectar
M8 pares de r.=020hmios cada uno, para que
'}I_n h:teu'sidad de I3 corrienfe sea mdaxima cuando la
resistencia exterior es de 24 olimios?

n= \A8NZ2A /02 =13 - w

m=N/n=2 Sl oA o

0 seu, se deben” bacer grupos-de 2 2 en dérit

vacidn' ¥ Iog mismos se deben conectar en  serié!

Por otra parte. expresando v, de (3), se llega

a otra conclusion interesante: il
- . = 1n2 /N

dividiende en el lade derecho numerador v dens:

minador por n:

W n
Fe =
N/n
v ocansiderando goe:
NJ/n=m
se Hene-
.o onn /m o= R

Puesto segin (2) représenty la
resistencia interior total. Por o tanto, se puede es-

tablecer que la intensidad de la corriente, suminis.

[UTRTC I 1|

trada por una hateria ¢ masima cuande i fesis-
fencia exterior es igual q-la resistencia inferior fotal
de la hateria. '
Ademas, haciendo un apdlisis de lgo expresion
() s llega a las sigiientes concliusiones:
muy  pequeiin fremfe a o, on
es muy grande v como conseeuencia priactica todos
les pares se deben conectar en serie. o
2 — Si r. es muy grande con respecto @ pa, n
es muy pequefio, o sea N/n=m muy grande y
por lo tante tedos lns pares se deben codeclar en
devivacion. T

I -~ 8§ 1o es

I —0PTICA .
PROBLEMA

<Como debe atravesar un rayo luminogo un
pristia de ‘indice de refraccion = n (dade) y de
angifo — v (dade), para que su desviacidn (5) sea
niinia?

SOLUCION:

Un raye lumineso cosnde alraviesa un prisnia
(fig. 3) suifre dos réfraccinnes consecufivas: La pris
mers al entrar (punto A) y Ja segunda al salir

FL}.‘ 5 o !

(punta C). Sc entiende por desviacion g dngule de
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desviacion del rayo ¢l angulo formado por las direc-
ciones del mismo al peneirar v al abandonar el pris-
ma. Dicha desviacion se puede expresar en funcion
de uno cualyuiera de los cuatro angulos: &,
a, f; que son los angulos de incidencia y de re-
fraccion, correspondientes al pasaje del rayo por el
prisma y tue estan ligados eptre si por la ley de

&,

“Snellivs - Descartes v por una sencilla  relacion
geométrica:
st a n.osen f ()
sen a; - 0. sen fi (2)
v el dridngulo ADC -
7 B+ (3)

La tarea preliminar consiste entonces en expre-
sar fa desviacidn (8) en funcidn de uno de estos
funcion de B

Del tridngnlo ABC se tiene:

cnatro  angulos, p.el. en

3 =

(a - B) + (o = B) = o b oa— (BB
n sea, segin (4
3 = a 5 "W, — ¥ (4)
Ademas, segin (1) y (2) se tiene:
a« = are sen (n sen B)
‘\‘
a, — arc sen (n sen B
sustituyendo en (4)
& — arc sen (n sen B)
tare sen (o osen ) Y
Siendo ademas, segion (3)
B = 1 =8 (5)

s¢ llega @ la expresion:

5 =f(8) + arcsen [nsen (7

= arssen (nsen 8y —@B)] —v
en la cual 8 es funcion exclusiva de B, ya que ¥
no es ung variable, sino  que una constante del
prisma.

Ph
Para 8 — mimimoe, debe dnufarse la derivada
primera de esta funcién:
da ticos A ncos (y—pR)
~=1(8) —_—— — —=
dp /1—nisenzf /1 —n?senz(y—B)

multiplicande la ecuacion par

L —nEsenzf  \/ 1 —n2sen (y —B)

hocos B /1 —nZsen? (y—B)

— neos (y — B) /1 nZsenZf =0

Pasando el miembro negative al lado derecho,
dividiendo con n v elevando al cuadradn, se llega
la ecuacion:

costf [ 1 —n?sent(y—M)] =

cos? (y— £) [ 1 —n%sen? #] (6)

Ademas, considerando que segliin una sencilla
relacion trigonométricas
sen? (y— f) = 1 —cos? (v— M)
y sen? B — | —cos*p

Sustituyendg en (6) se obtienc:

cos? B [1 - n2 (1 —cost (v —£Y)] =
cost (v — #) [1—n2 (1 —cos? B)]

Efectuande las multiplicaciones -y
simplificaciones, se¢ llega a la ecuacion:

las: posibles

cos* (1 —n2) = eost (y— ) (1 —|n¥)
o sea cost g vos2 (y — B)
de donde: f4 /2
Teniendo en cuenta (5) se llega al resultado final:
B = B = v/2

() ses, para Que la desviacion sea filinina, €l ravo
debe atravesar e| prismg simétricamente.

COMPAREROS SOCIOS:

VUESTRO DEBER ES APORTAR NUEVOS PROBLEMAS PARA QUE LUEGO

SEAN INCLUIDOS EN EL TEMARIO DE LA ASAMBLEA CONSULTIVA.
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