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Tesis de Doctorado *

LAS ECUACIONES DE GIBBS-HELMHOLTZ

R. C. Uskera

Profesor Titular de Quimica Fisica

1) INTRODUCCION

Las ecuaciones de G. H., expresiones conjuntas der 1° y 2° prin-
cipios de la Termodinamica, han sido y son objeto de numerosos tra-
bajos de diversa indole, tendientes, unos a su deduccion, y otros a sus
aplicaciones (afinidad, etc.). El presente tiene por finalidad el estable-
cimiento, en forma completamente general, de las mencionadas ecua-
ciones, tarea ésta intentada pero no realizada, por Perrin, Eucken,
Bruhat, etc., ademas, del desarrollo, también original, del teorema de
Helmholtz, mas justicieramente denominado, teorema de Gibbs-Helm-
holtz.

2) ANTECEDENTES

Existencia de las funciones de estado denominadas
energia ligada, energia libre de Helmholtz
y energia libre de Gibbs **

Es sabido que en todo ciclo isotérmico que un sistema cualquiera
recorra reversiblemente (Usera, Capitulos de Termodinamica General
y Quimica, Cap. 8, P. 9), se verifica invariablemente que

L)

AE=,(Q—W)=0 (1)
{(W)r=0 @

* H(Q)r = O (3)

* Presentada el 19-IV-1947. Aprobada el 8-IX-1947.

** En el curso de esta exposicién reproduciremos, con frecuencia textualmente,

trozos de nuestros “Capitulos de Termodindmica General y Quimica” (A.E.Q., Monte-
video, 1946). También, como en esta publicacién, nos atendremos a las convenciones
admitidas por Lewis y Randall (Thermodynamiecs, ete.).



162 ANALES DE LA FACULTAD DE QUIMICA Y FARMACIA

...............................................................................

--------------------------------------

Tales antecedentes permiten probar que el trabajo, y por consi-
guiente, el calor intercambiados sobre cualquier transformacion isotér-
mica y reversible entre dos estados determinados, esto es, correspon-
dientes a un mismo cambio de estado sobre distintos procesos, son res-
pectivamente iguales.

Con tal fin, consideremos un sistema, cualquiera sea, que evolu-
ciona entre dos estados extremos, 1 y 2, isotérmica y reversiblemente.
Si, para concretar, consideramos las transformaciones distintas I (1, 2),
IT (2, 1) y III (1, 2), de igual sentido la primera y dltima, y de opuesto
sentido la segunda, podriamos constituir dos ciclos, también isotérmicos
y reversibles, 1, I, 2, II, 1 por una parte, y 1, III, 2, II, 1 por otra, los
que abreviadamente representaremos con las letras A y B respectiva-

mente. Ahora bien; conforme a las relaciones (1) y (2) sobre cada ciclo
se verifica:

{(Wa=W; + Wy)p=0 (4)
(Qa=Q + Qu)r=0 (5)
(Wg =Wy + Wi)r =0 (6)
Qe =Qu + Qu)r=0 (7)

Restando, miembro a miembro, (6) de (4), y (7) de (5), resultan

(Wi — Wi)r =0 (8)
(Qr— Qui)r=0 (9)
de donde fWyr = :(W)inr | (10)
o (Q)rr = ( Q)T (11)

que es lo que queriamos demostrar.

De lo expuesto resulta que, para un mismo sistema y entre dos
estados extremos determinados, las cantidades de calor y de trabajo
correspondientes a diversos procesos reversibles e isotérmicos, son, las
equidenominadas, iguales entre si, independientemente de los estados
intermedios. Por consiguiente, es pertinente afirmar (C. T. G. y Q., Cap.
9 y 3) que, bajo las expresadas condiciones de isotermicidad y reversi-
bilidad, las cantidades de calor y trabajo constituyen variaciones de
funciones de estado del sistema, que se denominan respectivamente, y
en general, energia ligada y energia libre, de Helmholtz, y representa-
remos con las letras K y A.
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Convendremos en identificar la cantidad de calor intercambiada
isotérmicamente y también reversiblemente, con el incremento de la
energia ligada

(Q)r = A K, (12)

y a la cantidad de trabajo, bajo las mismas condiciones, con el decre-
mento de la energia libre de Helmholtz

Whp=—AA (13)
Por consiguiente, reemplazando eh (1) segun (12) y (13) resulta
AE=AK+AA (14)

excluyendo las condiciones restrictivas ahora innecesarias.
En particular, cuando el proceso es isébaro ademas de reversible
e isotermo, y por consiguiente, corresponde utilizar la relacion

H=(Q— W)y (15)

donde A H y W’ representan respectivamente el incremento de la en-
talpia y el trabajo neto (C. T. G. y Q., Cap. 4, P. 8), renovando las ante-
riores consideraciones, se llega a la conclusion de que la cantidad de
calor y la cantidad de trabajo neto intercambiadas reversible, is6bara e
isotérmicamente constituyen también variaciones de funciones de es-
tado, la energia ligada, K, y la energia llbre de Gibbs, F

Convendremos en poner

{(Wire=—AF (16)

y, como anteriormente, ¢
(Qrre=AK (17)

de modo que, sustituyendo en (15) segun (16) y (17), resulta
AH=AK+AF (18)

Finalmente, conviene destacar que de (14) y (18) se deducen res-
pectivamente,

E=K+A : (19)

y H=K+F (20)
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Por otra parte, siendo la cantidad de calor intercambiada reversi-
ble e isotérmicamente igual al producto de la temperatura absoluta
invariable que caracteriza al proceso por el incremento entrépico co-
rrespondiente (C. T. G. y Q., Cap. 10),

Qr=TAS (21)
corresponde poner

AR=TAB (22)
y K=T8 (23)

motivo por el cual la energia ligada es también denominada termen-
tropia. Luego, las relaciones (14) y (18) pueden escribirse de este modo:

AE=TAS+AA (24)
AH=TAS+AF, . (25)

como también las (19) y (20) de este otro,

E=TS+A (26)
y H=TS+F (27)

A partir de (26) y (27) surgen las nuevas expresiones de las ener-
gias libres de Gibbs y Helmholtz, que son respectivamente

F=H-—TS (28)
y A=E—TS (29)

3) ECUACIONES DE GIBBS-HELMHOLTZ

Las ecuaciones (24) y (25) han sido denominadas preecuaciones de
G. H., y constituyen los antecedentes necesarios en el desarrollo que
nos hemos propuesto. Se trata de establecer mediante las citadas rela-
ciones otras expresiones que den cuenta de la variacién del incremento
de A o F en funcion de la temperatura a causa del cambio que expe-
rimenta por el mismo motivo el incremento de la energia ligada o
termentropia. Por consiguiente, es preciso determinar, en primer tér-
mino, la relacion existente entre el incremento de la energia ligada,
el incremento de la energia libre, o mas precisamente, su decremento,
y la temperatura.
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a) Teorema de Helmholtz o de Gibbs-Helmholtz.*

Procederemos por partes.

1) La variacion relativa del incremento de la energia ligada ex-
perimentado por un sistema al pasar de una isoterma a otra corres-
pondiente, supuestas ambas recorridas reversiblemente, es igual a la
variacién relativa de las pertinentes temperaturas absolutas.

Es esta una consecuencia inmediata del teorema de Carnot y del
teorema de las temperaturas absolutas: en todo ciclo de Carnot des-
arrollado reversiblemente, cualquiera sea el sistema, se verifica que

Q1 — Qu Ty — T

= (30)
Q1 T
Ahora bien; de acuerdo a (21) y (22) resulta que
Qr=TAS=AK (31)
y por tanto,
Qu =TuAS=(AK) (33)

prescindiendo de la mencion de condiciones restrictivas. I y II se refie-
ren a las isotermas correspondientes, esto es, a transformaciones iso-
térmicas de estados extremos equidenominados (iniciales o finales) isen-
trépicos, y por consiguiente, caracterizadas por iguales incrementos en-
tropicos;

(A S)=(AS)u. (34)
Luego, sustituyendo en (30) segun (32) y (33), tendremos,
TiAS—TuAS (A K)— (A K)n Ty — Tu

= = (35)
T[ A S (A K)I TI

2) Por otra parte, sobre cada isoterma correspondiente, el incre-
mento de la energia ligada es igual y de signo contrario al propio incre-

* En el desarrollo que se inicia a continuacién, se utiliza un aspecto o pro-

piedad del ciclo de Carnot que, generalmente, no se destaca suficientemente: la inde-
pendencia de la eficiencia del mismo de la extensién o longitud de las isotermas y
también de las adibéticas, ademés del agente de transformaecién, ete.
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mento parcial de la energia libre, cualquiera sea su modalidad, provo-
cado por variacion exclusiva de la entropia. En efecto; segin (24) y
(14), (18) y (25), resulta,

AA=AE—AK=AE~—-TAS (36)
AF=AH—AK=AH—-TAS (37)

y para la entropia como unica extensidad variable, respectivamente,

AgA=—TAS (38)
AgF=—TAS (39)

La simple inspeccion de las relaciones (32), (33), (38) y (39) revela
los resultados anunciados:

(40) (A K)r = (— AgA); (AK) = (— AgF) (42)
(41) (A K)ip = (— AsA) (A K)p = (— AgF)i (43)

3) Reemplazando (35) segun (40), (41), (42) y (43) resultan

(A K)— (A K (— AsA) —(— AsA) T — Tu e
(A K); (— AsA) T,

(A K)— (A K (— AgF) — (— AsF)u T — Tu e
— — 5
(A K)I ("‘"‘ ASF)I TI

(Notese que constituyen nuevas expresiones de la eficiencia o ren-
dimiento del ciclo de Carnot, inclusive diferenciadas.)

De (44) y (45) resulta que la variacion relativa del incremento de
la energia ligada experimentado por un sistema al pasar de una iso-
terma a otra correspondiente, supuestas ambas recorridas reversible-
mente, cualquiera sea el sistema, es igual a la variacion relativa del
incremento parcial de la energia libre de Helmholtz o de la energia
libre de Gibbs, si se procede isobaricamente y, en cualquiera de los
dos casos, por variacion exclusiva de la entropia.
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Consideramos muy importante destacar aqui, que en tanto los de-
crementos parciales de A y F se originan por variacién exclusiva de
S, como ya se dijo, la variacién relativa, provocada por el cambio de
temperatura, exige la constancia de S a causa del caracter isentropico
de las adiabaticas que relacionan los estados homologos de las isoter-
mas correspondientes.

4) En el caso particular de isotermas correspondientes caracteri-
zadas por temperaturas indefinidamente préximas (ciclo de Carnot a
variaciéon infinitesimal de la temperatura), de modo que

T]; e TII :dT (46)
las relaciones (44) y (45) toman las siguientes formas,

d(AK) d(AgA) dT
(A K); (AsA)s &

d (A K) d (AgF) dT
- - (48)
(A K); (AsF); T

5) Estamos en condiciones de enunciar el teorema de G.H. Si
a partir de (47) y (48), previa introduccion en esas expresiones de las
derivadas parciales cuando corresponda, despejamos, en cada caso, el
incremento de K, resultan, prescindiendo del indice destinado a carac-
terizar la isoterma (I), a fin de alcanzar mayor generalidad.

d (—AsA)
0T S

(49)

donde S al pie del paréntesis recto destaca la invariabilidad de la en-
tropia durante el cambio infinitesimal de temperatura (transformacion
adiabatica). Del mismo modo hallamos

d (—ASF)
S

0T (50)
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(49) y (50) constituyen la expresion matematica del teorema de
Gibbs-Helmholtz que enunciaremos asi:

En toda transformacién isotérmica que un cierto sistema puede
recorrer reversiblemente, el incremento de la energia ligada es igual
al producto de la temperatura absoluta propia de la isoterma conside-
rada por la derivada del decremento parcial de la energia libre de
Helmholtz, o también de la energia libre de Gibbs si se opera isoba-
ricamente, determinado por la variacion exclusiva de la entropia.

Remitimos al lector a la lectura de Perrin, Les Principes, pagina
165 y sgts.; Les éléments, pag. 437; a Bruhat, Thermodynamique, pa-
gina 164 y sgts.; etc., etc.,, y en particular al excelente trabajo de J.
Palacios titulado “La formula de Gibbs-Helmholtz y el concepto de
la afinidad”, Anales de Sociedad Espaiola de Fisica y Quimica, tomo
XXVIII, marzo de 1930, pag. 223. Surgira con evidencia la sencillez,
precision y claridad de nuestra demostracion.

b) Las ecuaciones de Gibbs-Helmholtz.

Si en las relaciones (36) y (37) reemplazamos el incremento de la
energia ligada, respectivamente, segun (49) y (50), resultan

AR AR AT s
S

ko Al (51)
y d (AsF)
AF=AH+ T[-———-——-—-—}
0T S, P (52)

que son las ecuaciones de Gibbs-Helmholtz, denominadas, respectiva-
mente, primera y segunda. La letra S, utilizada como subindice inte-
rior al paréntesis, significa constancia de las restantes extensidades,

excluida la entropia. Se destaca la intensidad invariable, presion, en
(52). |

¢) Representacion grafica.

Mediante un diagrama entropico (Gibbs), mas exactamente, un
diagrama entropia-temperatura, la precedente exposiciéon resulta mas
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sencilla atin. Es sabido que tomando en abscisas la entropia, y en or-
denadas, la temperatura absoluta, a todo ciclo de Carnot recorrido re-
versiblemente corresponde un rectangulo cuya area es la variacion
absoluta del incremento de la energia ligada al pasar de una a otra
isoterma correspondientes, y, también, la variacion absoluta del decre-
mento de la energia libre, cualquiera sea su modalidad, conforme a
(38) v (39), cuando se trate de decrecimientos parciales debidos tinica-
mente a la variacion de la entropia, y se cumplan las restantes condi-
ciones ya mencionadas. En efecto:

T4

T R ' B8
7;- G e T -m| la
el }
i
| !
1 . 9
o 5 " S’ #
Qr
(53) area S"ABS’'=T; (8'—S")=T; = Qi = (A K); = (—AsA);
T,
, Qu
(54) area S”DCS’ = TII (S'—S”) = 'I‘II —_— QH = (N K)II — (HASA)H

T
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(55) 4rea ABCD =Q,—Q = (K),—(AK) =(—AA) —(—AA)

La variacién relativa de (A K) o de (— AgA) resulta ser represen-
table por el cociente,

(56)

area ABCD Q—Qn  (AK)—(AK)n (—AgA) — (—AsA)

— —_—

4rea S”ABS’ Q iR (AN

etcétera, etc.

Nota.— Consideramos importante sefialar aqui el significado de la
letra S (entropia) ubicada entre el simbolo A y la letra subsiguiente, a
modo de subindice. Expresa, segun lo expresamos oportunamente, no
una restriccion, sino, al contrario, destaca la causa de la variacion.
Claro esta que al propio tiempo descubre al lector las causas de varia-
cion no consideradas, o fijadas expresamente. En el presente caso, la
letra mencionada utilizada en la forma referida, significa ademas que
las restantes extensidades permanecen constantes, lo que i}lcmede ex-
presarse usando subindices adecuados colocados exterlormente Vol-
veremos en la oportunidad.

4) DEDUCCION ANALITICA
DE LAS ECUACIONES DE G. H.

Complementando el anterior desarrollo, estableceremos a conti-
nuacioén, las ecuaciones de G. H. por via analitica y en concordancia con
aqueél.

a) Comenzaremos por considerar la relacién (29)

ReBl—18 (29)
cuya diferencial es
dA = dE — TdS — SdT | (87)

Por otra parte, conforme a la mencionada convencion de Lewis y
Randall,

dE=Q—W | (58)
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(donde Q y W pueden representar indistintamente cantidades infinite-
simales o finitas). Por otra parte, W que, en general, simboliza suma
de los diversos trabajos posibles, puede expresarse mediante la relacion

i=n

— \— 59
W x Y]_ dXi (59)

i=1

suma de trabajos elementales generalizados, producto cada uno de ellos,
de una fuerza generalizada, Y1 cualquiera sea, por un desplazamiento
generalizado elemental, dX. correspondlente Ahora bien; en el caso

de que el proceso se desarrolle a desplazamientos generalizados todos
nulos, la expresion (58) se reducira a la siguiente,

(dE = Q) ' (60)

Si, por otra parte, el intercambio de la cantidad elemental de calor
se efectua reversiblemente, y

+{(Q = TdS) | (61)
resulta, sustituyendo en (60) segin (61), que

(dE =TdS) (62)

Finalmente, reemplazando en (57) segiin (62) obtenemos

(dA = SdT) (63)
Xl .....
de donde
dA \ (64)
e

o dA J | (65)
[_5T » XI .....
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que expresa que, bajo las mencionadas condiciones restrictivas, la en-
tropia del sistema es igual a la derivada parcial de la energia libre de
Helmholtz con respecto a la temperatura absoluta precedida de signo
negativo.

Sustituyendo en (29) segin (65) en definitiva hallamos

3A (66)

expresion que se acostumbra denominar ecuacién de Helmholtz, y se
refiere a un estado cualquiera del sistema. Por consiguiente la relacion
(66) es aplicable a los estados extremos de una transformacioén isotér-
mica, 1 y 2.

d A (67)

A =E +T(—-—-—J
1 1 1k BT Xl

ooooo

ooooo

d Az (68)
A;=E;+ T{
Xl

El incremento de A sobre la mencionada isoterma sera igual a

A2-—-—'A1=E2-——E1’+‘T T
L dT o T

d A, d A, (69)
] Xl

esto es,

dAA N (70)
AAzAE+T[ l
e L

que es la denominada primera ecuaciéon de G. H. o ecuaciones de G. H.
para la energia libre de Helmholtz.

Analogamente, a partir de la relacion (28)

F=H—TS=E+PV—-TS (28)
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y de su diferencial
dF =dE + PdV + VdP — TdS — SdT (71)

llegaremos a la segunda ecuacion de G. H.
En efecto;

dE=Q—W=Q —PdV—-W (72)

donde, W’ representa trabajo neto, o mas exactamente, suma de tra-
bajos excluido el de expansion-compresion a presion constante. Por
consiguiente, renovando lo expuesto ya, pondremos

=n
W= YdX,
=

siendo
Xi =Y

Ahora bien; si convenimos en operar a presion constante, y a todo
otro Xi también constante, exceptuado el volumen, la relacién (72) se
reducira a

(dE =TdS — PdV) (73)

supuesto

Q =TdS

Por consiguiente, sustituyendo en (71) seglin (73) resulta

(dF = —SdT) (74)

de donde

[ 5F 3 (75)
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o SF (76)
5T P, X, ot

Luego, reemplazando en (28) segun (76), sale

OF LET)
ponen 1)

que es frecuente denominar ecuacion de Gibbs, y se reflere a un estado
cualquiera del sistema.

Ahora bien; para los estados extremos de una transformacion iso-
térmica y también isobarica, tendremos

5F1 (78)
F1:H1+T[ J
3T JBX, cocnnes
y dF, (79)
F2=H2+T ]
L 6T .......

El incremento de F sobre la isoterma sera

SAF (80)

AF:AH+T[
BT JBE e

resultante’de restar (78)-de (79). (C. Q. G v ., Cap. 11, pag. 9)

Nueva nota.

Nuestra “Nota” anterior (pag. 170), debe ser completada aqui a
fin de que la concordancia entre los dos establecimientos que hemos
desarrollado, sea total. Las condiciones restrictivas mencionadas en la
segunda deduccion parece no coincidieran con las menciones de varia-
bilidad exclusiva y también restricciones de la primera. La circuns-
tancia de que en el primer desarrollo se haya definido y utilizado el
concepto de isoterma correspondiente, y se eludan los trabajos adiaba-
ticos asi como los isotérmicos, permite en ese caso reducir las limita-
ciones en la formulacion, que son 1rnp11c1tas En el segundo desarrollo
son ineludibles.
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Finalmente, a fin de senalar la constancia del “Contenido quimi-
co” se acostumbra por algunos autores, en vista de ulteriores aplica-
ciones, a destacar esa condicion mediante la expresion en forma de
subindice de la invariabilidad del ntimero meolar, por ejemplo, de una
especie quimica simbodlica. Es lo que hemos hecho en nuestros “Capi-
tulos de Termodinamica General y Quimica” (Cap. 11).
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